PROIECT DE DIPLOMA

PRELUCRAREA IMAGINILOR

CU AJUTORUL TRANSFORMARII
WAVELET

STUDENT: PAUL IROFTI

PROFESOR COORDONATOR: BOGDAN DUMITRESCU

Tunie 2008

FACULTATEA DE AUTOMATICA SI CALCULATOARE,
UNIVERSITATEA POLITEHNICA BUCURESTI



Cuprins

1

2

Introducere

Transformarea wavelet

2.1 Definitii . . . . ..o
2.1.1 Transformarea Wavelet Reala . . . . . .. .. ... ..
2.1.2 Transformata Wavelet Discreta . . . . . . . ... ...

2.2 Dezavantaje ale transformarii wavelet . . . . . . . .. ... ..
221 Oscilatiile . . ... ... oo
2.2.2 Invarianta translatiilor . . . . .. ... ... ...,
2.2.3 Aliasing . . . ...
2.2.4 Lipsaorientarii . . . . . . ... ... ... ... ...

2.3 Implementare . . . . . . ... ... ... ...
2.3.1 'Transformata discreta wavelet 1D . . . . . . . . . . ..
2.3.2 'Transformata discreta wavelet 2D . . . . . . . . . . ..

Arborele dual

3.1 Definitii . . .. ...
3.1.1 Wavelet-uri complexe . . . . . . . ... ... ... ...
3.1.2  Analiticitatea . . . . . .. ...
3.1.3 Transformata wavelet complexa si arborele dual . . . .

3.2 Bancuridefiltre . . . . . ... ...
3.2.1 Conditia de intarziere . . . . . . . . .. ... ... ...
3.2.2  Alegerea bancurilor de filtre pentru prima etapa . . . .

3.3 Implementare . . . . . . ... ... ... ... ... ...
3.3.1 Transformata wavelet cu arbore dual 1D . . . . . . ..
3.3.2 Transformata wavelet cu arbore dual 2D . . . . . . ..

Arborele dual cu densitate dubla

4.1 Proiectare . . . . . . ...
4.2 TImplementare . . . . . . .. ... Lo
4.3 Filtre. . . . . .

Prelucrarea imaginilor cu transformarea wavelet

5.1 Aplicatia Matlab — arborele dual . . . . . .. ... ... ...
5.1.1 Initializarea datelor — imginit . . . . .. ... .. ...
5.1.2 Rutina principala — mydenoise . . . . . . .. ... ...
5.1.3 Transformata wavelet complexa directa — cplxdual2D .
5.1.4 Transformata wavelet complexa inversa — icplxdual2D .
5.1.5 Threshold - hard, soft . . . . . ... . ... ... ...

17
17
17
19
20
22
23
23
24
24
26

29
30
31
34

37
37
37
38
40
41



5.1.6  Analiza: aplicarea bancurilor de filtre - afb2D . . . . . 43
5.1.7 Analiza: aplicarea bancurilor de filtre unidimensional

-afb2D A L 44
5.1.8 Sinteza: aplicarea bancurilor de filtre - sfb2D . . . . . . 45
5.1.9 Sinteza: aplicarea bancurilor de filtre unidimensional -
stb2D A .. 46
5.2 Aplicatia Matlab — arborele dual cu DD . . . . . . . . .. .. 47
5.2.1 Initializarea datelor — imginit . . . . .. ... .. ... 47
5.2.2 Rutina principala — mydenoise . . . . . . ... .. ... 48
5.2.3 Aplicarea filtrelor . . . . . .. ... 49
5.3 Calcularea erorii. . . . . . .. ... ... 49
5.3.1 Proprietatea de reconstructie a transformatei wavelet . 49
5.3.2 Proprietatea de reconstructie a bancurilor de filtre . . . 50
533 PSNR . . ... 50
6 Rezultate experimentale 52
6.1 Rezultate numerice . . . . . . ... ... ... ... 53
6.1.1 Rezultatele obtinute cu threshold-uri diferite pentru
arborele dual simplu . . . . . . ... ... 53
6.1.2 Rezultatele obtinute cu bancurile de filtre pentru ar-
borele dual simplu . . . . .. ... ... 54
6.1.3 Rezultatele obtinute pentru arborele dual ca DD . . . . 56
6.2 Rezultate grafice . . . .. .. ... ... ... ... ..., 57
6.2.1 Tipuri de threshold . . . . . . .. ... ... ... ... o7
6.2.2 Bancuri de filtre — arbore dual . . . . . ... ... .. 65
6.2.3 Bancuri de filtre — arbore dual cu DD . . . . . . . .. 71
7 Concluzii 74

Lista de figuri

1 Aplicarea bancurilor de filtre . . . . . . . .. ... 13
2 Aplicarea recursiva a bancurilor de filtre . . . . . ... .. .. 13
3 Wavelet 1D . . . . . . . .. 14
4 Aplicarea bancurilor de filtre 2D . . . . . .. .00 15
5 Wavelet 2D . . . . . .o 16
6 Aplicarea filtrelor de analiza . . . . . . ... ... ... .... 25
7 Wavelet complex 1D . . . . . . . . ... 26
8 Wavelet real 2D . . . . . . . . 27
9 Wavelet complex 2D . . . . . . ..o 28



10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28

Filtrele supraegantionate de analiza si sinteza (DD DT-DWT) 31

Iterarea filtrelor (DD DT-DWT) . . . . . . .. ... ... ... 32
DT rezultate threshold: Imaginea originala . . . . . . . . . .. o7
DT rezultate threshold: Imaginea cu zgomot . . . . . . . . .. 58
DT rezultate threshold: Hard Thresholding . . . . . . . . . .. 59
DT rezultate threshold: Soft Thresholding . . . . . . .. . .. 60
DD rezultate threshold: Imaginea originala . . . . . . . . . .. 61
DD rezultate threshold: Imaginea cu zgomot . . . . . . . . .. 62
DD rezultate threshold: Hard Thresholding . . . . . .. ... 63
DD rezultate threshold: Soft Thresholding . . . . . . .. ... 64
DT rezultate filtre: Peppers original . . . . . . . .. ... ... 65
DT rezultate filtre: Peppers cu zgomot . . . . . . .. .. ... 66
DT rezultate filtre: Peppers prelucrat . . . . . . . . . ... .. 67
DT rezultate filtre: Flinstones original . . . .. .. . .. ... 68
DT rezultate filtre: Flinstones cu zgomot . . . . . . . . . . .. 69
DT rezultate filtre: Flinstones prelucrat. . . . . . . . . . . .. 70
DD rezultate filtre: House original . . . . . . .. ... .. ... 71
DD rezultate filtre: House cu zgomot . . . . . . .. ... ... 72
DD rezultate filtre: House prelucrat . . . . . .. .. ... ... 73

Lista de tabele

N O Ol W N

DT:
DT:
DT:
DT:
DD:
DD:
DD:

Diferente intre tipurile de threshold (N =4 : 22, house) . 53
Filtre de lungime 10 (N = 10, barbara) . . . .. ... .. 54
Filtre de lungime 12 (N = 12, flinstones) . . . . ... .. 54
Filtre cu unul i doua grade de libertate (N =4 : 22, boat) 55
Diferente intre tipurile de threshold (N = 10, 16, house) . 56
Filtre de lungime 10 (N = 10, flinstones) . . . . ... .. 56
Filtre de lungime 16 (N = 16, flinstones) . . . . ... .. 56



Rezumat

Lucrarea prezinta prelucrarea imaginilor cu ajutorul transformarii
wavelet. Se propune pentru aceasta compararea mai multor metode
de analiza si prelucrare ce implica transformata wavelet. Intr-o prima
instanta se va prezenta notiunea de wavelet si modul de reprezentare
a functiilor cu ajutorul ei.

Transformata wavelet continua a unei functii se discretizeaza si
astfel se obtine transformata wavelet discretd. Deficientele si proble-
mele de proiectare ale acestei transformari duc la dezvoltarea de noi
metode de prelucrare.

Pentru a imbunatati performantele si a indeparta problemele trans-
formatei wavelet discrete se construiegte un arbore dual. Acesta este
constituit din doua transformate wavelet discrete ce lucreaza in para-
lel. Ramurile arborelui sunt interpretate drept partea reala si, respec-
tiv, imaginara a unui wavelet complex. Astfel se obtine transformata
wavelet complexa.

O structura bazata pe arborele dual este arborele dual cu densitate
dubla. Aceasta abordare a prelucrarii imaginii imbina transformata
wavelet complexa cu transformata cu densitate dubla. Cea din urma
este bazata tot pe doua transformate wavelet discrete dar prezinta
anumite proprietati ce sunt dorite si in arborele dual.

Pentru aceste abordari ale prelucrarii imaginii cu ajutorul trans-
formatei wavelet, se implementeaza rutinele Matlab necesare pentru
testarea gi experimentarea diferitelor caracteristici si performante ale
acestor structuri.

Cu ajutorul mai multor bancuri de filtre, specifice fiecarei struc-
turi, se testeaza performantele in eliminarea zgomotului pentru fiecare
implementare i se compara atat numeric cat si grafic.



Prelucrarea imaginilor cu ajutorul transformarii wavelet 6

1 Introducere

Nevoia de a prelucra si imbunatati un semnal este prezenta in numeroase
procese si aplicatii. De exemplu, de fiecare data cand un semnal este transmis
de-a lungul unui canal, exista riscul de a pierde informatii. Aceste pierderi
sunt cunoscute i prevazute in proiectarea canalului, astfel aparand algoritmi
de corectie si algoritmi de verificare a integritatii datelor. Un alt exemplu
este nevoia de a comprima semnalul pentru a-l putea reprezenta pe un suport
cat mai scurt fie pentru a putea fi transmis mai rapid, fie pentru a fi stocat
intr-o arhiva sau chiar pentru a mentine numai informatiile esentiale oferite
de acesta.

In aceste cazuri, si multe altele, pentru a obtine informatia originala a
semnalului, sau o copie cat mai fidela a lui, sunt necesari diferiti algoritmi
de sinteza (reconstructie). In unele cazuri, semnalul este in asa fel modificat
incat reconstructia lui sa fie robusta rezultand un semnal prelucrat identic
cu cel initial, precum anumiti algoritmi de compresie. Exista gi cazuri in care
semnalul original, odata modificat, este pierdut, iar algoritmii de sinteza sunt
proiectati astfel incat sa reproduca o copie cat mai fidela. Aici se incadreaza si
unele metodele de compresie de imagini sau sunete prin eliminarea anumitor
portiuni ce nu sunt sesizabile senzorilor de perceptie umani (JPG, MP3,
OGG).

Cazul cel mai defavorabil pentru reconstructia unui semnal este cand nu
se cunoaste sursa de unde a derivat acesta. Fara a sti cum era reprezentat
semnalul original sau ce procese l-au modificat pe parcurs crearea algoritmilor
specifici cu rezultate bune este destul de dificila. Astfel se apeleaza la o
reconstructie generica ce ia in calcul doar semnalul perturbat, incercandu-se
eliminarea pe cat mai mult posibil a zgomotelor aparute pe parcurs.

Daca reprezentam o imagine drept o matrice bidimensionala, in care
pozitia fiecarui element gi valoarea sa sunt corespondente pozitiei si, res-
pectiv, culorii unui pixel din imagine, atunci acestea pot fi considerate si re-
prezentate drept semnale bidimensionale. Aceasta permite prelucrarea ima-
ginilor cu notiunile si teoriile actuale din teoria prelucrarii semnalelor.

Prelucrarea imaginii, si a semnalelor in general, reprezinta un domeniu
foarte larg in care diferite metode si abordari apar frecvent. O metoda recenta
este prelucrarea imaginilor cu ajutorul transformarii wavelet.

Marele avantaj al wavelet-urilor il reprezinta legatura dintre frecventa si
timp[3]. Datorita acestei proprietati, wavelet-urile sunt folosite in prezent
in domenii cat mai diverse ducand la un numar mare de lucrari si teorii
stiintifice ce au la baza transformata wavelet.

Unul dintre aceste domenii este prelucrarea semnalelor, mai specific ana-
liza, prelucrarea si sinteza semnalelor cu ajutorul transformarii wavelet.
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2 Transformarea wavelet

Wavelet-ul este un tip de functie folosit pentru a impartii o anumita functie
sau semnal In componente diferite de timp-frecventa. Acestea pot fi studiate
la o rezolutie corespunzatoare scalei wavelet-ului.

Prin transformata wavelet se intelege reprezentarea unei functii cu aju-
torul wavelet-urilor. Wavelet-urile reprezinta copii scalate gi translatate ale
unei unde oscilante de lungime finita. Aceste copii sunt cunoscute sub denu-
mirea de wavelt-uri fiindca, in timp ce undele poarta numele de wavelet-uri
mama.

Spre deosebire de transformata Fourier, transformata wavelet confera po-
sibilitatea de a reprezenta functii ce au discontinuitati sau/si varfuri ascutite.
Un alt avantaj il constituie capacitatea de a deconstrui (analiza) i reconstrui
(sintetiza) semnale neperiodice gi/sau nestationare.

Transformarile wavelet sunt clasificate in transformari wavelet discrete
(DWT) si transformiri wavelet continue (CWT). In timp ce transformarile
continue pot actiona asupra oricarei translatii sau scalari, transformarile dis-
crete folosesc o submultime specifica de valori pentru aceste operatii.

In continuare vor fi definite atat cele dous tipuri de transformate wavelet
cat gi operatiile si functiile aferente.

2.1 Definitii
Wavelet-ul este o functie ¢ € L2 (R) ce indeplineste urmatoarele proprietati:
+oo
e are media nula: Y (t) dt = 0;

—00

e este normata: |[¢]| = 1;

e cste centrata In vecinatatea: t = 0.

O familie de timp-frecventa este obtinuta prin scalarea lui ¥ cu s si
translatare ei cu u:

a0 = 720 ()

Aceste prelucrari pastreaza norma:

[|thus (D] = 1
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Transformata wavelet a functiei f € L? (R) la momentul u si scala s este:

Wit = [ i ()

Filtrarea liniara

Transformata wavelet poate fi rescrisa sub forma unui produs de convolutie:

+o0 _
Wf(u,s)= ) f(t)%@/)* (t Su> dt cu:

- 1 —t
s (1) = —=v" | —
B0 == (3
Transformata Fourier a lui v, (t) este:

~

e (W) = V50" (sw)

Din moment ce ¢ (0) = [*>°¢ (t)dt = 0, se observil ci 1 reprezinta
functia de transfer a unui filtru trece banda. Astfel convolutia calculeaza
transformata wavelet cu filtre trece banda dilatate.

2.1.1 Transformarea Wavelet Reala

Fie v un wavelet real. Pentru ca media sa este nula, integrala wavelet

e 1 t—
Wf(u,s) = ft) ﬁw* ( . u> dt masoara variatia lui f in ve-

cinatatea lui u, a carei marime este proportionala cu s.

Transformarea reala wavelet este completa si conserva energia semnalului,
atata timp cat wavelet-ul satisface o conditie slaba de admisibilitate specifi-
cata de teorema Calderon-Grossmann-Morlet:

Teoremd: Fie ¢ € L2 (R) o functie reald astfel incat:

oo |9 (@)
Cy = /0 ——dw < +00

w

Atunci orice f € L? (R) satisface:
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too oo —u s
0= [ [T v g () ek s

/jooy ()2 dt = C/+OO/+OO|qu3)\du—

Ipoteza teoremei se numeste conditia de admisibilitate wavelet. Pentru a
garanta ca aceasta integrala este finita trebuie sa ne asiguram ca Q/AJ (0) =0,
ceea ce explica conditia impusa la inceput si anume ca toate wavelet-urile sa
aibd media nuli. Conditia este aproape suficientd. Daci 1 (0) =0 si ) (w)
este continua si derivabila atunci conditia de admisibilitate este satisfacuta.

Functia de scalare.

Cand W f (u, s) este cunoscuta doar pentru s < sp, apare necesitatea unei

informatii suplimentare, pentru recuperarea lui f, corespunzatoare lui W f (u, )

pentru s > sg. Aceasta informatie este obtinuta introducand o functie de sca-

lare ¢ reprezentand o agregare a wavelet-urilor cu scala mai mare decat 1.
Modulul transformatei Fourier a functiei de scalare ¢ este:

b = [

Faza complexi a lui ¢ (()w) poate fi aleasi arbitrar. Se poate verifica

2ds

S

~

W (sw)

faptul ca ||¢|| = 1 si se poate evidentia din conditia de admisibilitatea faptul
ca:
. 2
lim ‘(;5 W] =c,

Astfel functia de scala poate fi interpretata ca raspunsul la impuls a unui
filtru trece-jos.

0.0 = =0 (L) 16,0 = 62 -0

Deci aproximarea pentru frecvente joase a lui fla scala s este:

Lf (u,5) = f x ¢s (u)
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2.1.2 Transformata Wavelet Discreta

Fie f (t) un semnal continuu uniform esantionat in intervale de N=' in [0, 1].
Transformata wavelet a acestui semnal poate fi calculata doar pentru scale
N=! < s < 1. Pentru procesarea discretizatd este mai usor de normali-
zat esantioanele la o distanta de 1 si astfel se considera semnalul dilatat
f(t) = f(N~'t). Daci se efectueazs schimbarea de variabild in cadrul trans-
formatei wavelet se obtine:

Wf(u,s) = N"Y2W f (Nu, Ns)

Se noteaza f[n] = f(n) semnalul discret de marime N. Transformata
wavelet discretd asociatd semnalului se calculeaza la scale s = a’, cu a = 2%,
ce ofera v scale intermediare pentru fiecare octava [27,271).

Fie 1 (t) un wavelet cu suport in intervalul [—K/2, K/2|. Pentru 2 <
a’ > NK~' un wavelet discret scalat cu a’ este definit astfel:

1 n
Yiln] = \/T%U <E>'
Acest wavelet discret are Ka’ valori nenule in [—N/2, N/2|. Scala @/ tre-
buie sa fie mai mare decat 2, altfel intervalul de esantionare ar putea fi mai

mare decat suportul wavelet-ului.

Scalare discreta

O transformare wavelet calculatd pana la scala a’ nu este o reprezentare
completd a semnalului. Astfel este necesara adaugarea frecventelor Lf[n, a’]
joase corespunzatoare scalelor mai mari de a’.

Un filtru de scalare discret si periodic este obtinut prin esantionarea
functiei de scalare ¢ (t) definita anterior.

¢sn] = \/%qb (%) pentru n € [-N/2, N/2].

2.2 Dezavantaje ale transformarii wavelet

In pofida algoritmilor de calcul eficienti si a reprezentarii compacte, trans-
formarea wavelet prezinta patru deficiente fundamentale.
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2.2.1 Oscilatiile

Tinand cont de faptul ca wavelet-urile sunt functii cu filtre trece-banda,
coeficientii wavelet gi in special coeficientii functiei prelucrate cu ajutorul
transformatei wavelet tind sa oscileze pozitiv si negativ in jurul singula-
ritatilor. Aceasta reprezinta o problema care complica considerabil proce-
sarea cu ajutorul wavelet-urilor, ceea ce face ca extractia singularitatilor i,
in particular, modelarea semnalului sa devina o provocare.

2.2.2 Invarianta translatiilor

Trebuie precizat ca o translatie (oricat de mica) a semnalului poate per-
turba considerabil tiparul de oscilatie al coeficientilor wavelet in jurul sin-
gularitatilor. De asemenea, trebuie sa se tina cont de faptul ca variatia la
translatie complica si procesarea domeniului wavelet.

Astfel, algoritmii trebuie sa fie proiectati pentru a putea face fata unei
game largi de posibile tipare pentru coeficientii wavelet cauzate de singula-
ritatile translatate.

Pentru a intelege mai bine oscilatiile coeficientilor wavelet si variatiile la
translatie, se considera un semnal lin z (¢ — to) ca functia treapta

u(t):{o >0

1 ,t<0

analizat de baze wavelet ce au un numar suficient de momente de ani-
hilare. Coeficientii wavelet sunt alcatuiti din egantioane ale raspunsului la
treapta al wavelet-ului:

) tho—n
d(j,n) ~ 2792\ / ¥ (t) dt unde A reprezinta inaltimea saltului.
In timp ce 9 (t) este o functie trece banda care oscileaza in jurul lui 0,
raspunsul sau treapta d (j,n) este o functie a lui n. Mai mult, factorul 2/ in
limita superioara (j > 0) amplifica sensibilitatea lui d (j,n) la translatia de
timp tg, ducand la o puternica variatie la translatie.

2.2.3 Aliasing

Din distantarea larga a esantioanelor coeficientilor wavelet i din faptul ca
acesti coeficienti wavelet sunt calculati prin operatii recurente de subesantionare
discreta combinate cu filtre trece sus si trece jos neideale, rezulta un alias
substantial. DWT-ul invers anuleaza desigur alias-ul, dar numai in cazul in
care coeficientii wavelet si de scalare nu sunt schimbati. Orice coeficienti
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wavelet (threshold, filtrare si cuantificare) rastoarna balanta dintre transfor-
mata directa gi transformata inversa, acestea ducand la artefacte in recon-
struirea semnalului.

2.2.4 Lipsa orientarii

In timp ce sinusoidele Fourier din dimensiunile mai mari corespund undelor
inalte orientate, produsul tensor standard pentru construirea wavelet-urilor
produce un efect de checkboard care este directionat simultan in mai multe
directii. Aceasta proprietate de lipsa a selectiei orientarii complica modelarea
si procesarea trasaturilor imaginilor geometrice precum muchiile si granitele.

2.3 Implementare
2.3.1 Transformata discreta wavelet 1D

Pentru a putea vizualiza mai bine intregul proces de prelucrare a unui semnal
cu ajutorul transformatei discrete wavelet trebuie studiat in detaliu modul
de actionare al setului de filtre atat in partea de analiza a esantioanelor cat
si in cea de sinteza.

Bancuri de filtre

In cazul transformatei discrete wavelet 1D, filtrul de analizi descompune
semnalul z (n) in doua subbenzi reprezentate de semnalele ¢ (n) si d(n).
Semnalul ¢ (n) reprezinta frecventele joase (partea grosiera) a semnalului
x (n), iar semnalul d(n) reprezinta frecventele inalte (partea detaliata) a
semnalului z (n).

Bancul de filtre de analiza filtreaza in prima faza x (n) folosind un filtru
trece jos si unul trece sus. Notam filtrul trece jos cu afl i filtrul trece sus
cu af2. Iesirea din fiecare filtru este subesantionata cu 2 pentru a obtine cele
doua semnale ¢ (n) si d(n).

Bancul de filtre de sinteza combina cele doua semnale de subbanda (¢ (n)
i d(n)) pentru a obtine un semnal unic y (n). Filtrele de analiza intai su-
praesantioneaza cu 2 ambele semnale de subbanda. Semnalele sunt apoi
filtrate folosind un filtru trece jos si un filtru trece sus. Notam filtrul trece
jos cu sfl gi filtrul trece sus cu sf2. Semnalele sunt apoi adunate pentru a
obtine semnalul y (n) (vezi figura 1).

Daca cele patru filtre sunt proiectate astfel incat sa garanteze ca semnalul
de iesire y (n) sa fie egal cu semnalul de intrare z (n), atunci filtrele satisfac
conditia de reconstructie perfecta.
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—»@—» c(n) —>®—> SFl
a2 [P+ d D

af1

x(n)

D—» ym

Figura 1: Aplicarea bancurilor de filtre

Transformata wavelet discreta — iterarea bancurilor de filtre

Transformata wavelet discreta produce o reprezentare multiscala a semna-
lului = (n). Transformata wavelet discreta este implementata prin iterarea
bancurilor de filtre de analiza prin cele doua canale (precum a fost descris
mai sus, vezi figura 2).

Mai exact transformata wavelet discreta a semnalului este obtinuta prin
aplicarea recursiva asupra iesiri grosiere, asociata frecventelor joase, a des-
compunerii in frecvente inalte si joase.

Stage 1 2 3 3 2 1

Wl & —_

Figura 2: Aplicarea recursiva a bancurilor de filtre

Transformata discreta wavelet a semnalului x este colectia semnalelor
de tip subbanda. Transformata discreta wavelet inversa este obtinuta prin
aplicarea iterativa a filtrelor de sinteza. Proprietatea de reconstructie este
garantata de modul in care au fost alese si proiectate bancurile de filtre.

Wavelet-ul asociat bancurilor de filtre de sinteza poate fi reprezentat gra-
fic folosind un semnal nul. Asupra acestui semnal se aplica transformarea
discreta wavelet directa, iar apoi se aplica transformarea inversa. Semnalul
obtinut ar trebui sa aiba un grafic similar cu cel din figura 3.
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Standard 1-D wavelet
0.5 T :

0.4r

03¢

02r

0.1¢

0

02+

03+

04F

0.z 0.4 0.6 0.8 1

Figura 3: Wavelet 1D

2.3.2 Transformata discreta wavelet 2D
Bancuri de filtre

Pentru a folosi transformata wavelet in procesarea de imagine trebuie imple-
mentata o versiune 2D a bancurilor de filtre de analiza si sinteza. In cazul
2D, filtrele de analiza 1D sunt aplicate intai pe coloanele imaginii si apoi
linilor.

Daca imaginea are N1 linii si N2 coloane, atunci dupa aplicarea filtrelor
1D de analiza fiecarei coloane se obtin doua subbenzi de imagini, fiecare
avand N1/2 linii si N2 coloane. Dupa aplicarea filtrelor de analiza 1D asupra
fiecarei linii a ambelor subbenzi, se obtin patru subbenzi continand fiecare
cate o imagine (vezi figura 4). Fiecare imagine obtinuta are N1/2 linii gi
N2/2 coloane.
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Figura 4: Aplicarea bancurilor de filtre 2D
Notatii:

e C — descompunerea frecventelor joase, setul de frecvente grosiere

e LH — descompunerea frecventelor joase, sectiunea cu frecvente superi-
oare.

HL — descompunerea frecventelor inalte, sectiunea cu frecvente joase

HH - descompunerea frecventelor inalte, sectiunea cu frecvente inalte

Bancurile de filtre de sinteza 2D combina cele patru imaginii din subbenzi
pentru a obtine imaginea initiala de dimensiune N1 x N2.

Transformata wavelet discreta — iterarea bancurilor de filtre

Ca si in cazul 1D, transformata discreta wavelet a semnalului z(n) este
implementata prin iterarea bancurilor de filtre de analiza 2D asupra subbenzi
cu frecvente joase a imaginii. In acest caz la fiecare scal existd trei subbenzi
in loc de una.

Transformata wavelet discreta inversa se aplica in faza de sinteza, recon-
struind imaginea x. Proprietatea de reconstructie este din nou satisfacuta
datorita alegerii filtrelor in mod corespunzator.

Transformatei wavelet 1i sunt asociate trei wavelet-uri in 2D. Acestea sunt
reprezentate drept imaginii in nuante de gri. Pentru a putea reprezenta grafic
aceste wavelet-uri se aplica transformata wavelet directa asupra unui semnal
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nul, iar apoi se aplica transformata inversa. Semnalul obtinut la iegire este
similar cu cel din figura 5.

Figura 5: Wavelet 2D

Se observa ca primele doua wavelet-uri sunt orientate in directie verticala
si, respectiv, orizontala. Totusi, al treilea wavelet nu prezinta o orientare
dominanta. Aceasta din urma combina doua orientari diagonale indicand
efectul de checkboard. Transformata wavelet discreta 2D izoleaza slab cele
doua orientari diagonale.
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3 Arborele dual
3.1 Definitii

Arborele dual este construit prin aplicarea simultana a doua wavelet-uri dis-
crete asupra unui semnal dat. Avand de a face cu doua transformate cu
coeficienti reali, cele doua vor fi considerate partea reala si, respectiv, parte
imaginara a unei transformate complexe.

3.1.1 Wavelet-uri complexe

Avand in vedere deficientele transformatei wavelet discrete, prezentate in
sectiunea anterioara, pentru a putea analiza, corecta si sintetiza la loc un
semnal dat, este nevoie de acumularea unor proprietati ce imbunatatesc pro-
cesarea gi elimina defectele precizate.

Intr-o prima instanta se poate observa ca transformata Fourier nu este
afectata de aceste probleme. In principal se pot sublinia urmatoarele pro-
prietati ale acestei transformate:

e amplitudinea transformatei Fourier nu oscileaza pozitiv i negativ.

e transformata Fourier este perfect invariabila la translatari, translatarea
fiind asociata cu un simplu deplasament in faza.

e coeficientii Fourier nu sunt alias si nu se bazeaza pe proprietati com-
plicate de anulare a efectului de alias pentru reconstructie.

e sinusoidele baze Fourier reprezinta planuri bine orientate.

Diferenta intre cele doua transformari este ca transformata wavelet dis-
creta se bazeaza pe wavelet-uri reale oscilante, in timp ce transformata Fou-
rier se bazeaza pe sinusoide oscilante cu valori complexe:

e/ = cos (wt) + j sin (wt)

Definitie: Transformata Hilbert:

H(u)(t):—%leilrgl Oou(t—i-T);u(t—T)

dr
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cand transformata este aplicata de doua ori succesiv asupra unei functii
u rezultatul este -u:

H(H (u)) (t) = —u(t)

Componentele sinus gi cosinus (partea imaginara si, respectiv, reala) for-
meaza o transformata Hilbert, ceea ce presupune un defazaj de 90° al uneia
fata de cealalta. Impreund ele constituie un semnal analitic e/ care are
suport numai pe jumatate din axa frecventei (w > 0).

Astfel, pornind de la transformarea Fourier, se defineste transformarea
wavelet complexa odata cu functia de scalare complexa si wavelet-urile com-
plexe:

wc (t) = ¢T (t) + ]% (t)

Prin analogie cu transformata Fourier, definim ), (¢) fiind reala si para si
J; (t) drept imaginara gi impara. Mai departe, daca 1, () si ¢; () alcatuiesc
o transformare Hilbert (defazate cu 90° una fata de alta), atunci 9. (¢) re-
prezinta un semnal analitic cu suport numai pe jumatate din axa frecventei.

Functia de scalare complexa este definita similar. Daca se proiecteaza
semnalul astfel incat sa se evidentieze coeficientii complecsi wavelet (ex.
27/24), (27t — n)) se obtjine:

d.(j,n) =d, (j,n)+ jd; (j,n) cu amplitudinea:

4. (G, ) = \1dr Gy )P + [ds (j, ) ? si oz

24,6im) = arcan (402)

cand |d. (j,n) > 0|. Similar cu transformata Fourier, wavelet-urile com-
plexe pot fi folosite pentru a analiza si reprezenta atat semnale cu valori
reale (rezultand simetria coeficientilor) cat gi semnale cu valori complexe. In
oricare dintre cazuri, transformata wavelet complexa face loc unor noi algo-
ritmi pentru procesarea semnalelor multiscala ce se folosesc de amplitudinea
si faza complexa rezultate.

De exemplu, o amplitudine mare indica prezenta unei singularitati, in
timp ce faza indica pozitia sa in cadrul suportului wavelet-ului.
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3.1.2 Analiticitatea

Proiectarea wavelet-urilor complexe analitice duce la aparitia catorva pro-
bleme unice gi non-triviale ce nu apar la transformata wavelet discreta. Tra-
tarea acestor probleme reprezinta in general un compromis numeric ce duce
mai degraba la o aproximare a wavelet-ului analitic.

Analiticitatea versus suportul finit

Este deseori de dorit, in procesarea semnalelor cu ajutorul wavelet-urilor, ca
wavelet-ul sa fie bine localizat in timp. In multe aplicatii wavelet-ul v (t)
va fi folosit cu suport finit. Astfel wavelet-urile cu suport finit prezinta un
interes sporit datorita faptului ca transformata wavelet discreta, in acest caz,
poate fi implementata ugor folosind filtre cu raspuns finit (FIR).

Cu toate acestea o functie cu suport finit nu poate fi niciodata perfect
analitica pentru ca transformata Fourier a unei functii cu suport finit nu
poate fi niciodata exact zero pe un interval [A, B] cu B > A, nici pe intreaga
axa pozitiva sau negativa a frecventei. Deci orice wavelet analitic trebuie sa
aiba suport infinit.

Astfel daca se doreste suport finit pentru wavelet-urile complexe apar
urmatoarele constrangeri:

e trebuie folosite wavelet-uri care sunt aproximativ analitice

e transformata wavelet complexa trebuie sa fie aproximativ invarianta la
translatii ale fazei sau amplitudinii

e transformata wavelet trebuie sa prezinte cat mai putine aliasuri

Analiticitatea versus reconstructia perfecta

Reconstructia perfecta a semnalului procesat impreuna cu pastrarea pro-
prietatii de analiticitate a wavelet-ului reprezinta o problema dificila.

Problema proiectarii filtrelor astfel incat conditiile de reconstructie per-
fecta sa fie satisfacute si wavelet-ul sa aiba suport mic a fost rezolvata de
Daubechies. Cu toate acestea, wavelet-urile Daubechies nu sunt analitice.

O alta abordare a fost impartirea fiecarei iesiri a bancurilor de filtre in
componente de frecventa negativa si pozitiva, folosind bancuri de filtre cu
proprietatea de reconstructie drept transformatoare Hilbert. Desi iesirile
fiecarui canal erau aproape analitice apareau anumite ‘umflaturi’ pe axa
frecventelor ce nu puteau fi inlaturate complet, ducand astfel la un suport
wavelet mult mai mare.
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Aplicarea transformatei Hilbert a prior: O solutie ce a dus la dezvol-
tarea arborelui dual o reprezinta aplicarea intai a transformatei Hilbert asu-
pra datelor. Transformata wavelet reala este aplicata atat datelor originale
cat si celor alterate prin transformata Hilbert, iar coeficientii fiecarei trans-
formari wavelet sunt combinatii pentru a obtine transformata wavelet com-
plexa.

Totusi transformata ideala Hilbert este reprezentata de un impuls infinit
de lung. Folosirea transformatei Hilbert aproximativ ideale impreuna cu
transformata wavelet creste suportul wavelet-ului. Pentru ca wavelet-urile sa
aiba un suport mic, ar trebui folosita o transformata aproximativa Hilbert
localizata mai bine in timp.

Acuratetea transformarii Hilbert aproximative depinde de scala trans-
formarii wavelet (scalele grosiere ar trebui acompaniate de transformate Hil-
bert mai precise).

Aplicarea transformatei Hilbert asupra setului de date duce, intr-o prima
instanta, la aplicarea transformatei si asupra coeficientilor wavelet la toate
scalele. Astfel nu se poate face o optimizare per scala. Prin implementarea
arborelui dual, transformata Hilbert scaleaza simultan cu functia de scalare
wavelet, eliminand astfel problemele optimizarii.

3.1.3 Transformata wavelet complexa si arborele dual

Arborele dual cu transformata wavelet complexa foloseste doua transformate
wavelet reale. Prima transformata discreta reprezinta partea reala a trans-
formatei complexe, iar cea de-a doua partea imaginara.

Cele doua transformate wavelet discrete folosesc doua seturi diferite de
filtre, fiecare set satisfacand conditia de reconstructie. Cele doua seturi de
filtre sunt astfel construite incat impreuna sa induca transformatei wavelet
complexe un caracter aproximativ analitic.

Fie ho (n), hy (n) perechile de filtrele trece jos/trece sus pentru bancurile
de filtre superioare, si go(n), g1 (n) perechile de filtre trece jos/trece sus
pentru bancurile de filtre inferioare. Se vor nota cele doua wavelet-uri discrete
asociate cu cele doua transformate wavelet discrete prin vy, (¢) si ¢y ().

In plus fata de satisfacerea conditiilor de reconstructie, filtre sunt proiec-
tate astfel incat wavelet-ul complex:

P (t) = (8) + 1y (1)

sa fie aproximativ analitic. In mod echivalent, sunt astfel proiectate incat
1, (t) sa fie aproximativ transformata Hilbert a lui ¢, ():
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g (t) = HA{pn (1)}

Bancurile de filtre au coeficienti reali, deci nu este necesara aplicarea
unei aritmetici complexe pentru a implementa arborele dual complex. O alta
caracteristica a arborelui dual o reprezinta faptul ca nu este critic esantionat.
Pentru 1D, el este doua ori expansiv datorita datelor de iesire ce reprezinta
exact dublul datelor de intrare.

Inversa transformatei complexe cu arbore dual se obtine printr-un proces
similar cu cea directa. Pentru a inversa partea imaginara si cea reala se
foloseste inversa fiecarei transformate wavelet discrete, obtinandu-se astfel
doua semnale reale. Aceste doua semnale sunt apoi mediate pentru a obtine
rezultatul final.

Daca cele doua transformate discrete reale sunt reprezentate cu ajutorul
matricelor patratice Fj, si Fy, atunci transformata complexa wavelet cu ar-
bore dual poate fi reprezentata de matricea dreptunghiulara:

F,

F =

[ Iy }

Daca vectorul x reprezinta un semnal real, atunci v, = Fjx reprezinta
partea reala si v, = F,x reprezinta partea imaginard a arborelui dual com-
plex. Coeficientii complecsi sunt dati de relatia v, + ji,. Inversa, la stanga,
a lui F este data de relatia:

1
1 1 _
F :§[Fh Fgl}
se verifica prin:
1 F 1
-1 -1 - h
FUxP=1[ B B x {Fg]_ﬁ[nn_z

Daca se distribuie factorul de 1/2 transformatei directe si celei inverse se
obtine:

LV By | a1 1 1
Pegm ] e ple B
Daca cele doua transformate discrete reale sunt ortonormate, atunci transpusa
lui £}, este inversa sa F} x Fj, = I, proprietate valabild si pentru Fj,. In acest
caz transpusa matricei dreptunghiulare F' este de asemenea inversa la stanga
alui F, F* x ' = I. Deci inversa arborelui dual complex poate fi calculata
folosind transpusa transformarii directe.

Transformata cu arbore dual tine separate partile reale si imaginare ale
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coeficientilor wavelet-ului complex. Totusi, acesti coeficienti pot fi calculati
explicit folosind urmatoarele formule:

11 4I Ey,
sl SR ]
I I
-1 _ -1 -1

ol ok }x[_]j ﬂ}.

Se observa ca matricea suma/diferenta complexa este unitara (conjugata
transpusa a sa este chiar inversa). Deci daca cele doua transformate discrete
reale sunt ortonormate, atunci arborele dual complex satisface relatia:

Frx F,=1

Cand cele doua transformate discrete reale sunt ortonormate si este in-
clus si factorul 1/ V2, arborele dual complex capiti proprietatea teoremei
energiei lui Parseval: energia semnalului de intrare este egala cu energia in
domeniul frecventei:

> (dn Gon)P + 1dy (Gon)P) =Dl ()]
imn n

Arborele dual complex este astfel ugsor de implementat. Datorita faptului
ca nu exista schimb de date intre cele doua transformate discrete reale, cele
doua pot fi implementate folosind metodele existente pentru DWT. Trans-
formata poate fi astfel si paralelizata pentru o putere de calcul crescuta. In
plus, pentru ca arborele dual complex foloseste cele doua transformate re-
ale, utilizarea sa poate fi explicata cu ajutorul teoriei si practicii curente a
transformatelor reale.

3.2 Bancuri de filtre

Arborele dual complex necesita o proiectare noua pentru bancurile de filtre.
In primul rand necesita o pereche de filtre alese astfel incat wavelet-urile co-
respunzatoare sa alcatuiasca o pereche aproximativa de transformate Hilbert.
Filtrele folosite pentru transformate reale nu sunt proiectate pentru arborele
dual si In general nu satisfac proprietatile necesare implementarii lui.
Proiectarea bancurilor de filtre trebuie sa indeplineasca urmatoarele conditii:

e intarzierea cu aproximativ jumatate de esantion

e proprietatea de reconstructie
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e suport finit (filtre FIR)

e atenuare buna in banda de oprire

Majoritatea proprietatilor necesare sunt mostenite de la wavelet-urile
complexe corespunzatoare. Mai mult, bancurile de filtre aplicate in prima
etapa trebuie sa difere de cele aplicate in restul etapelor. In continuare vor
fi descrise proprietatile si cerintele noi pentru proiectarea acestor filtre.

3.2.1 Conditia de intarziere

Bancurile de filtre mostenesc proprietatile wavelet-urilor. Din aceasta cauza
apar aceleasi probleme de proiectare si in cazul filtrelor. De exemplu un wa-
velet are K momente de anihilare daca functia de transfer a filtrului trece jos
este de forma:

Hy(2) = (1+2)"Q(2),¥Q (2)

Filtrele arborelui dual complex trebuie proiectate astfel incat wavelet-
urile asociate sa formeze o pereche aproximativa a transformatei Hilbert.
Legatura intre filtre gi wavelet-uri este exprimata prin urmatoarele relatii:

Ui (£) = V2 hi(n) o (1),
& (t) = V2 ho(n)én (1),

g (1), ¢4 (t) si g1 (n) sunt definite similar. Pentru ca wavelet-urile depind
de functiile de scalare, si functiile de scalare depind de filtre implicit, gasirea
unei solutii pentru proiectare este dificild. In lucrdrile de specialitate[7] s-
a demonstrat ca cele doua filtre trece-jos trebuie sa satisfaca o proprietate
destul de simpla: un filtru trebuie sa fie aproximativ egal cu o translatie de
jumatate a celui de-al doilea.

9o (n) = ho (n = 0,5) — g (1) ~ H{yn (1)}

3.2.2 Alegerea bancurilor de filtre pentru prima etapa

Daca aceleasi filtre, ce asigura proprietatea de reconstructie, sunt aplicate
pentru fiecare etapa atunci primele etape ale bancurilor de filtre nu vor fi
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aproximativ analitice.

Acest efect apare din cauza alegerii filtrelor in functie de conditia de
translatare cu jumatate de esantion, ce a fost impusa prin corelarea cu pro-
prietatea de transformare Hilbert wavelet-urilor (¢, (t) ~ H {¢, (t)}). Totusi
aceste functii wavelet sunt folositoare pentru a procesa bancurile de filtre la
etape mari, cu 7 — o0.

Se arata ca daca filtrele trece-jos satisfac conditia de translatare cu jumatate
de esantion, atunci si functiile de scalare satisfac aceasta conditie:

go(n) = ho(n—0,5) — ¢, (t) = ¢ (n —0,5)

Extinderea wavelet reala pentru un semnal z (¢) aduce translatari cu un
numar intreg a functiei de scalare. Astfel conditia de intarziere a functiei de
scalare presupune ca translatarile intregi ale lui ¢, (¢) sa fie la jumatate intre
translatarile intregi ale lui ¢y, (¢). Adica cele doua functii satisfac o proprie-
tate de intrepatrundere. Pentru ca forma discreta a arborelui dual complex
sa fie aproximativ analitica la fiecare etapa j, este necesar ca bancurile de
filtre ale arborelui dual sa duplice aceasta proprietate.

Astfel filtrele care sunt proiectate sa indeplineasca proprietatea de translatie
cu jumatate de esantion nu ar trebui folosite in prima etapa. Pentru prima
etapa trebuie satisfacuta o conditie similara cu:

1 1
95" ~hg (n— 1)

folosind aceleagi set de filtre in ambele ramuri. Este necesara numai
translatarea unui set de filtre cu un egantion relativ la celalalt. Mai mult,
orice banc de filtre ce satisface proprietatea de reconstructie poate fi folosit
in prima etapa.

3.3 Implementare
3.3.1 Transformata wavelet cu arbore dual 1D

Transformata wavelet complexa cu arbore dual este implementata folosind
doua transformate wavelet discrete in paralel asupra aceluiasi set de date
(vezi figura 6).
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Figura 6: Aplicarea filtrelor de analiza

Transformata este de doua ori expansiva pentru ca pentru un semnal de N
esantioane intoarce 2N coeficienti pentru transformata discreta. Daca filtrele
pentru transformata discreta superioara si inferioara sunt aceleasi, atunci
nu se obtine nici un avantaj. Cu toate acestea, daca filtrele sunt proiectate
intr-un mod aparte (discutat in sectiunile anterioare), atunci semnalele su-
bbenzilor transformatei discrete superioare pot fi interpretate drept partea
reala a transformatei wavelet complexe, si semnalele subbenzilor transforma-
tei discrete inferioare pot fi interpretate drept partea imaginara.

Anumite filtre sunt proiectate astfel incat partea superioara poate fi apro-
ximatd ca transformata Hilbert a celei inferioare. In acest caz transformata
wavelet cu arbore dual este aproape invarianta la transpunere, diferit de
transformarea discretd. In plus arborele dual poate fi folosit pentru a imple-
menta transformate wavelet 2D astfel incat fiecare wavelet sa fie orientat.

Bancuri de filtre

Filtrele folosite in prima etapa a transformatei wavelet complexe cu arbore
dual trebuie sa fie diferite de filtrele folosite in restul etapelor (discutat in
sectiunile anterioare).

Transformata wavelet este aplicata similar celei discrete. Frecventele
joase ale fiecarei etape sunt prelucrate de filtrele asociate partii superioare si
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celei inferioare a arborelui dual.

Transformata wavelet inversa reconstruieste semnalul initial prin aplica-
rea filtrelor de sinteza asupra fiecarei parti, atat superioare cat si inferioare.
Proprietatea de reconstructie este asigurata prin alegerea filtrelor intr-un
mod specific discutat anterior.

Wavelet-urile asociate partii reale gi celei imaginare pot fi evidentiate prin
aplicarea transformatei complexe asupra unui semnal nul, iar apoi aplicarea
transformatei inverse. Semnalele obtinute la iegire sunt similare celor indicate
in figura 7.

Complex 1-0 wavalet

0.14

0.1

0.0s

IR 1

02 1 1 1 1
1l

Figura 7: Wavelet complex 1D

Pe langa cele doua wavelet-uri (reale gi imaginare) s-a reprezentat gi am-
plitudinea lor.
3.3.2 Transformata wavelet cu arbore dual 2D
Transformata wavelete reala

Transformata reala este implementata folosind doua transformate discrete 2D
in paralel. Pentru fiecare pereche de subbenzi se calculeaza suma si diferenta.
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Imaginea este recuperata folosind transformata inversa, iar proprietatea de
reconstructie perfecta este asigurata prin alegerea filtrelor.

Cele sase wavelet-uri asociate transformatei reale cu arbore dual sunt
calculate similar ca in exemplele precedente. Reprezentarea grafica a acestor
wavelet-uri este similara cu cea din figura 9.

Figura 8: Wavelet real 2D

Se observa ca fiecare wavelet este orientat intr-o alta directie gi nu pre-
zinta fenomenul de checkboard (in care un wavelet are doua directii supra-
puse) intalnit la transformata discreta wavelet 2D. Fiecare subbanda a trans-
formarii 2D cu arbore dual corespunde unei orientari specifice.

Transformata wavelet complexa

Transformata wavelet complexa cu arbore dual prezinta tot sase wavelet-uri
cu orientari distincte, dar in acest caz exista cate doua wavelet-uri pentru
fiecare orientare. In fiecare directie una dintre wavelet-uri poate fi considerata
partea reala a transformatei complexe, iar cealalta partea imaginara.
Pentru ca versiunea complexa are de doua ori mai multe wavelet-uri
decat versiunea reala a transformarii, varianta complexa este de patru ori
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expansiva.

Arborele dual 2D complex este implementat cu ajutorul a patru trans-
formate wavelet discrete ce opereaza in paralel. Cu toate acestea, bancuri
de filtre diferite sunt folosite de-a lungul liniilor si coloanelor. Ca si in cazul
real, suma gi diferenta imaginilor din subbenzi sunt calculate pentru a obtine
wavelet-urile orientate.

Imaginea x este recuperata folosind transformata inversa ce opereaza si-
milar celor descrise anterior, dar in concordanta cu transformata directa 2D
cu arbore dual. Proprietatea de reconstructie este asigurata, din nou, dato-
rita filtrelor alese.

Cele doisprezece wavelet-uri asociate cu cele din arborele dual real sunt
obtinute similar prin aplicarea transformarilor asupra unui semnal nul. Ima-
ginea acestor wavelet-uri este similara cu cea prezentata in figura 9.

20 Dual-Tree Complex Wavelets

Figura 9: Wavelet complex 2D

Se observa, din figura de mai sus, ca wavelet-urile sunt orientate in aceiasi
directie cu cele din arborele dual, precum si faptul ca exista cate o pereche
pentru fiecare orientare. Daca cele sase wavelet-uri de pe primul rand sunt
asociate partii reale, iar cele de pe al doilea partii imaginare, atunci ampli-
tudinea celor sase wavelet-uri complexe este prezentata in al treilea rand. Se
observa ca amplitudinea nu prezinta un caracter oscilatoriu.
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4 Arborele dual cu densitate dubla

Arborele dual poate fi extins prin imbinarea acestuia cu transformata wa-
velet discreta cu densitate dubla (DD). Aceasta transformata DD se com-
porta mult mai bine decat transformata discreta, detinand proprietatea de
invarianta la translatii. Transformata DD are la baza o singura functie de
scalare gi doua wavelet-uri distincte.
Cele doua wavelet-uri sunt proiectate astfel incat sa fie deplasate la jumatate

una fata de cealalta. Consecinta acestui fapt este ca translatiile intregi ale
unui wavelet ajung la mijlocul translatiilor celeilalte:

Wy (t) &y (t—0,5)

Astfel transformata continua este mult mai bine aproximata cu ajuto-
rul transformatei DD, fata de transformata discreta, avand in vedere ca se
dispune de mai multe wavelet-uri decat necesar pentru acest proces.

Exista mai multe lucrari [0, 2] ce trateaza subiectul proiectarii diferitelor
filtre de tip FIR si legatura lor cu wavelet-urile folosite pentru transformarea
DD. Continua cercetare si experimentare cu acest tip de transformare wavelet
a dus la urmatoarele concluzii: wavelet-urile folosite cu transformata DD sunt
foarte line, cu un suport mic, iar transformata este aproximativ invarianta
la translatii.

Daca se iau in vedere transformata DD si cea cu arbore dual se observa
cateva similaritati. In principal ambele sunt redundante cu 2, ambele prezinta
invarianta la translatii si ambele se bazeaza pe filtre FIR ce detin proprietatea
de reconstructie. Evident, separat, amandoua se comporta mult mai bine in
procesarea imaginilor fata de transformata discreta simpla.

Din pacate exista si diferente ce trebuie remarcate intre cele doua imple-
mentari:

e pentru transformata discreta wavelet cu arbore dual, cele doua wavelet-
uri reprezinta o transformare aproximativ Hilbert, pe cand pentru trans-
formata DD ele sunt deplasate cu jumatate una fata de alta

e pentru transformata cu arbore dual se dispune de mai putine grade de
libertate in proiectare, fiind constransa de transformarea Hilbert, pe
cand in transformarea DD se dispune de mai multe grade de libertate

e structurile filtrelor pentru cele doua transformate sunt diferite

e transformata cu arbore dual poate fi interpretata drept o transformare
complexa wavelet ce aduce multe avantaje in procesarea de imagini, pe
cand transformata DD nu are aceasta proprietate
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e transformata cu arbore dual poate fi folosita pentru transformari in
2D cu ajutorul wavelet-urilor orientate, proprietate care este necesara
prelucrarii imaginilor, pe cand transformata DD nu poate fi utilizata
in acest scop

Datorita faptului ca cele doua tipuri de transformari prezinta avantaje
foarte atragatoare pentru a fi folosite in procesarea imaginilor, s-au elaborat
mai multe lucrari ce au incercat sa le imbine pe cele doua spre a obtine
un nou tip de analiza pentru eliminarea zgomotului din imagini. Aceasta
imbinare preia avantajele din ambele transformate si fixeaza un mod robust
de proiectare a filtrelor aferente.

4.1 Proiectare

Transformata wavelet discretd DD cu arbore dual (DD DT-DWT, double
density dual-tree discrete wavelet transform) este proiectata pentru a detine
simultan avantajele transformatei cu arbore dual gi a celei cu DD. Pentru
aceasta transformata are la baza doua functii de scalare distincte si patru
wavelet-uri, de asemenea, distincte:

d}h,i (t)a wg,i (t>7 1= 17 2
unde cele doua wavelet-uri ¢y, ; (f) sunt deplasate cu jumatate intre ele,
regula aplicandu-se si pentru ¢, (¢):

Una (t) = Yna (t—0,5), Yg1 (t) = 1hgo (t —0,5)

iar cele doua wavelet-uri 1,1 (t) si 11 (t) alcatuiesc aproximativ o pere-
che Hilbert, la fel si pentru v, (t) si 2 (¢):

Pg1 () = H{Yna (1)}, Vg2 (8) ~ H{hn2 (1)}

Imbinarea intr-o singura transformata a acestor proprietati ridica mai
multe probleme de implementare. Exista mai multe solutii ce au fost des-
crise in lucrari de specialitate. Una dintre aceste solutii implica factorizarea
spectrala a filtrelor si completarea acestora cu ajutorul unei matrici parau-
nitare. In sectiunea urmatoare vor fi descrise principale concluzii alaturi de
parametrii de implementare rezultati din aceste tratate.



Prelucrarea imaginilor cu ajutorul transformarii wavelet 31

4.2 Implementare

Structura bancurilor de filtre asociata cu transformata cu arbore dual cu
DD contine doua ramuri supraesantionate, similar cu arborele dual simplu.
Diferenta majora este aplicarea unui set de trei filtre distincte asupra fiecarei
ramuri.

Procesul de analiza este legat de cel de sinteza pentru a reconstrui ima-
ginea/semnalul primit. Filtrele de analiza subegantioneaza cu doi semnalul
pentru ca la sfarsit filtre de analiza sa-1 supraesantioneze cu doi si sa recu-
pereze semnalul (vezi figura 10).

Y

Figura 10: Filtrele supraesantionate de analiza si sinteza (DD DT-DWT)

L

Y

Aceste filtre sunt iterate in cadrul procesarii pentru o analiza cat mai in
detaliu. Parcurgerea fiecarei etape implica aplicarea setului de filtre de ana-
liza sau sinteza, in functie de momentul in care se afla procesul de procesare
a imaginii. La fiecare etapa sunt preluate esantionele rezultate prin aplicarea
filtrelor trece-jos din etapa anterioara (vezi figura 11).
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Se noteaza filtrele din prima ramura cu h; (n) si cele din a doua cu g; (n),
unde 7 = 0,1, 2.

Filtrele de sinteza sunt deduse din cele de analiza intr-un mod similar
cu cel prezentat in sectiunile anterioare, avand in vedere ca ele sunt versiuni
inversate in timp ale celor de analiza.

Cele sase filtre FIR trebuie sa indeplineasca urmatoarele proprietati:

reconstructie perfecta

wavelet-urile trebuie sa formeze perechi de transformate Hilbert

wavelet-urile trebuie sa aiba un numar specificat de momente de ani-
hilare

filtrele trebuie sa aiba suport mic

Conditiile de reconstructie perfecta, pentru fiecare set de filtre, sunt ex-
primate matematic sub urmatoarea forma:

ZH H;(1/z) =2
ZH (—1/2) =0 si:

ZG Gi(1)z) =2
ZGi (2)Gi(—1/2) =0

unde s-a notat cu H; (z) transformata Z a lui h; (n):
H;(z) = ZT {hi (n)} = hi(n) 2z~

Functiile wavelet si cele de scalare sunt definite implicit cu ajutorul ecuatiilor
wavelet si a celor de dilatare:

\/_Zho ) b, (2 — 1)
Up1 (1 \/_Zhl )n (2t —n)
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U (t) = V2 hy(n)y (2t —n)

Iar ¢, (t) si ¢, (t) sunt definite similar. Pentru a indeplini urmatoarea
conditie, ceea ce presupune ca perechile wavelet sa reprezinte transformari
de tip Hilbert, este nevoie ca un set suplimentar de egalitati sa fie implinit:

Vg (1) = H{yna (1)}
Vg2 () = H{vn2 (1)}

Explicit aceste relatii pot fi reprezentate astfel (avand in vedere definitia
transformatei Hilbert):

- i (w) w>0
Yos () = {j@Z)h,z' (w) ,w<O

4.3 Filtre

Setul de filtre ce poate fi folosit impreuna cu structura transformatei wavelet
cu arbore dual cu DD trebuie, la randul lui, sa satisfaca un numar de conditii.

Filtrele sunt determinate, in principiu, de numarul de momente de ani-
hilare (K;,7 = 0,1,2). Pentru a obtine wavelet-uri foarte line se impune
urmatoarea conditie:

K0>K1, Ky > K,

iar pentru echilibrarea activitatii intre cele patru wavelet-uri si a calculu-
lui se va alege K1 = K.

Conditiile ce trebuie indeplinite de bancurile de filtre FIR cu suport mic
sunt:

reconstructia perfecta

relatiile Hilbert

e momente nule pentru K; si Ky date, cu 0 < k < K; — 1:

/ Ry (1) dt = / g (t) dt =0, =1,2
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e zerouri in frecventele joase la w = 7, unde Hy (2) si G (z) trebuie sa
fie divizibile cu (1 + z=1)™°

e proprietatea de translatare

Avand 1n vedere conditiile si parametrii discutati, filtrele pentru trans-
formata wavelet cu arbore dual cu DD pot fi definite sub urmatoarea forma:

Hy(2) =D (2) (1+27)" Qo ()

Hy(2) = (=2) " D(=1/2) (1= =) Qi (2)
Hy(2) = (=2) " D(=1/2) (1= 27" Qs ()
Go(2) =27 D (1/2) (1427 Qo (2)
Gy(2)=D(—=2) (1—2H" Qi (2)

Gy (2) =D (=2) (1—2")Q, (2)

Echivalent se poate scrie:



Prelucrarea imaginilor cu ajutorul transformarii wavelet 36

Cu aceasta structura, necunoscutele D (2) si Q; (z) sunt determinate pen-
tru a indeplini conditiile mentionate mai sus, cu L factorul de aproximare a
reconstructiei perfecte. Metodele prin care se determina aceste valori sunt
explicate gi detaliate in lucrarile de specialitate.



Prelucrarea imaginilor cu ajutorul transformarii wavelet 37

5 Prelucrarea imaginilor cu transformarea wa-
velet

Pentru a verifica rezultatele teoretice au fost implementate o serie de rutine
in Matlab. Aceste rutine aduc suportul necesar pentru a observa rezultatele
obtinute prin aplicarea mai multor filtre asupra imaginilor cu zgomot.

Imaginile folosite sunt monocrome pentru a pune in evidenta diferentele
dintre imaginea initiala, imaginea cu zgomot si imaginea prelucrata pentru
indepartarea zgomotului. Aplicatia prelucreaza imaginile transpunandu-le in
matrici mari (ex. 512 linii si coloane).

Rezultatele obtinute in urma aplicarii filtrelor asupra unei singure imagini
cu zgomot sunt greu de identificat fara a folosi o metoda specializata. De
aceea se alege o metoda numerica de a verifica performantele filtrelor pentru
a le putea compara la sfarsit. Astfel imaginea initiala este retinuta si compa-
rata cu cea prelucrata cu ajutorul algoritmului PSNR (Peak Signal-to-Noise
Ratio).

In continuare vor fi prezentate in detaliu rutinele Matlab de eliminare a
zgomotului cat si calcularea erorii, in final fiind exemplificate diferite rezul-
tate grafice cat si comparatiile intre diferitele filtre.

5.1 Aplicatia Matlab — arborele dual
5.1.1 Initializarea datelor — imginit

Pentru simplificarea incarcarii imaginii initiale si transpunerii sale in matricea
bidimensionala ce urmeaza a fi prelucrata se va folosi rutina imginit.

Aceasta rutina are ca parametrii de intrare imaginea (ex. locatia fizica de
pe hard-disk sau orice alt mediu de stocare suportat pe platforma Windows)
si un set de flag-uri ce stabilesc ce filtre se vor folosi pentru prelucrarea
imaginii cu ajutorul transformatei wavelet.

Parametrii de iegire sunt semnalul imaginii initiale (ex. matricea origi-
nald), imaginea alterata (cu zgomot) si setul de filtre. Matricea originala va
fi utilizata pentru calcularea erorii la sfarsitul procesarii. Imaginea alterata
este folosita mai departe in functiile de eliminare a zgomotului. Setul de
filtre reprezinta perechea pentru prima etapa a arborelui dual cat si pentru
urmatoarele.

function [xo, xn, filter| = imginit(img, flags)

Rutina citegte intai imaginea din spatiul fizic cu ajutorul functiei imread.
Aceasta functie este oferita de bibliotecile Matlab si primeste ca parametrii
calea catre imagine si formatul ei. Daca formatul nu este specificat atunci
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functia incearca sa-1 ghiceasca. Daca imaginea este grayscale, functia intoarce
o matrice bidimensionala. Altfel, in functie de tip matricea este tridimensio-
nala si necesita o prelucrare suplimentara pentru a transforma paleta colora
intr-una grayscale.

Dupa apelarea functiei imread se aplica asupra iegirii acesteia o alta
functie Matlab: double. Aceasta transformare este necesara pentru a asi-
gura ca tipul elementelor matricei sa fie in virgula mobila.

xo = double(imread (img));

In continuare se creeaza imaginea cu zgomot prin adaugarea unor va-
lori aleatoare imaginii originale. Aceasta noua matrice este salvata separat
pentru a fi prelucrata de rutinele de eliminare a zgomotului.

xn = xo0 + 20xrandn(size(xo0));

Etapa urmatoare seteaza bancurile de filtre in functie de valoarea para-
metrului de intrare flags.

[Faf, Fsf] = FSfarras;
if flags — 0

[af, sf] = dualfiltl;
elseif flags =— 1

[af, sf] = htpwb_N10K4L5;

filter = {Faf, Fsf, af, sf};

In final se afiseaza imaginea cu zgomot pentru a observa diferentele fata
de imaginea originala.

colormap (gray );
imagesc (xn ) ;

5.1.2 Rutina principala — mydenoise

Odata obtinute datele initiale, in principal imaginea cu zgomot, se poate
trece la pasul urmator: eliminarea perturbatiilor cu ajutorul transformatei
wavelet si a bancurilor de filtre asociate.

Rutina principala ce trebuie apelata primeste ca parametrii de intrare ma-
tricea bidimensionala reprezentand imaginea cu zgomot, nivelul de threshold,
numarul de etape pentru arborele dual, bancul de filtre si un set de flag-uri
ce asigura un anume flux pe parcursul rutinei.

Dupa prelucrare rutina intoarce o matrice bidimensionala reprezentand
imaginea prelucrata (fara zgomot).
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function y = mydenoise(x,T, J, filters , flags)

Primele instructiuni ale rutinei reprezinta extragerea filtrelor de analiza
si sinteza. Prima celula a parametrului filters reprezinta filtrele de analiza
pentru prima etapa a arborelui dual wavelet, iar a doua celula este filtrul
pereche de sinteza. Filtrele de analiza pentru celelalte etape sunt continute
de cea de-a treia celula, in timp ce filtrele de sinteza corespondente acesteia
sunt cuprinse de cea de-a patra celula. Astfel rutina Matlab executa:

Faf = filters {1};
Fsf = filters {2};
af = filters {3};
sf = filters {4};

In acest moment se poate calcula transformata wavelet complexa cu ar-
bore dual cu ajutorul filtrelor de analiza si a numarului de etape dorite. In
continuare va fi descrisa aceasta rutina, pornind de la apelul acesteia:

w = cplxdual2D (x,J,Faf  af);

Mai departe se parcurg coeficientii wavelet pentru aplicarea thresholding-
ului. Parcurgerea se face intai pe scala, apoi pe primul set de subbenzi iar la
sfarsit pe al doilea.

% loop thru scales:
for j = 1:J
% loop thru subbands
for s1 = 1:2
for s2 = 1:3

Pentru fiecare iteratie se construieste numarul complex format din partea
reala a transformatei wavelet gi partea imaginara:

C = w{i}{1}{s1}{s2} + Dew{j}{2}{s1}{s2}:

Notatii:

e j —scala

e i—ia valoarea de 1 sau 2 si reprezinta partea reala, respectiv, imaginara
a transformatei wavelet

e sl —ia valoarea de 1 sau 2
e 52 — ia valori intre 1 si 3
e (sl1, s2) — perechea reprezinta orientarea wavelet
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In functie de flag-uri, se aplica asupra numarului complex thresholding-ul
ales (soft sau hard). Implementarea celor doua tipuri de thresholding va fi
explicata in continuare.

if flags = 0

C = soft(C, T);
else

C = hard(C, T);
end

La sfarsitul iteratiilor se construieste transformata wavelet complexa in-
versa. Pentru a o obtinerea acesteia se folosesc: transformata wavelet com-
plexa directa, numarul de etape, filtrele de sinteza initiale i cele gene-
rale. Rutina icplxdual2D se apeleaza prin intermediul acestor parametrii,
ea reusind sa produca astfel matricea asociata imaginii fara zgomot.

y = icplxdual2D (w,J, Fsf, sf);

La sfarsitul rutinei mydenoise se afigeaza imaginea obtinuta pentru a se
observa diferentele (evidente) intre imaginea cu zgomot si cea prelucrata:

imagesc(y)
colormap (gray )
axis image

5.1.3 Transformata wavelet complexa directa — cplxdual2D

Transformata wavelet complexa directa se obtine prin parcurgerea ambelor
ramuri (reala gi imaginara) pentru fiecare etapa (scald). Aceasta parcurgere
are loc Intai pentru primul parametru ce determina orientarea (subbanda)
iar apoi pentru cel de-al doilea.

for m = 1:2
for n = 1:2

La fiecare pas se aplica filtrele pe linii si coloane cu ajutorul rutinei atb2D
ce va fi discutata in continuare.

f[‘10 W{l}gmi{n}] = afb2D(x, Faf{m}, Faf{n});
or j = 2:
o wii}m}{n}] = afb2D(lo, af{m}, af{n}):

end

Se observa ca intai sunt aplicate filtrele pentru prima etapa iar apoi suc-
cesiv filtrele dedicate restului de etape.

Se salveaza la sfarsitul fiecarei iteratii al subbandei ultimul filtru trece jos
de la ultima etapa:
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w{J+1}fm}{n} = lo:

Dupa aceasta se reia iteratia pentru urmatoarea subbanda.

La sfarsit se efectueaza suma gi diferenta imaginilor din fiecare subbanda
pentru a obtine wavelet-urile orientate. Acestea se obtin prin iterarea fiecarei
etape de-a lungul fiecarei perechi de orientare.

for j = 1:J
for m = 1:3
[w{j H{1H{1}{m} w{jH{2H{2Hm}] =
pm(w{j {11} {m} ,w{j}{2}{2}{m});
[w{j H{1H{2H{m} w{jH{2H{1}{m}] =
. pm(w{j FH{1}{2}{m} ,w{j}{2}{1}{m});
end

5.1.4 Transformata wavelet complexa inversa — icplxdual2D

Imaginea este recuperata din transformarea wavelet directa folosind trans-
formata inversa. Aceasta este implementata in rutina icplxdual2D.

Aceasta rutina asigura proprietatea de reconstructie a transformatei. Cal-
cularea erorii acestei reconstructii este detaliata in sectiunea urmatoare.

Rutina primegte ca parametrii de intrare transformata wavelet directa,
numarul de etape folosit, filtrele de sinteza pentru prima etapa si cele pentru
etapele urmatoare.

Rutina intoarce la iegire matricea asociata imaginii prelucrate (fara zgo-
mot).

function y = icplxdual2D (w, J, Fsf, sf)

In interiorul rutinei iteratiile si etapele de reconstructie a imaginii au loc
in ordine inversa fata de transformarea directa. Astfel intai se vor calcula
suma si diferenta intre imaginilor continute de fiecare subbanda ce determina
orientarea wavelet-urilor.

for j = 1:J
for m = 1:3
[w{j H{1H{1}{m} w{jH{2}H{2H{m}] =
pm(w{j {11} {m} ,w{j}{2}{2}{m});
[w{i H{1H{2H{m} w{jH{2H{1H{m}] =
. pm(w{j }H{1}{2}{m} ,w{j}{2}{1}{m});
end
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Ca gi Inainte, Intai se itereaza etapele iar apoi fiecare pereche de orientare.
Urmeaza initializarea matricei asociata imaginii prelucrate.

y = zeros(size (w{l}{1}{1}{1})x2);

De aici poate incepe reconstructia cu ajutorul filtrelor de sinteza pentru
fiecare etapa, retinand filtrele trece jos ale fiecarei perechi de orientare. Aces-
tea vor fi folosite ca parametri pentru rutinele sfb2D ce aplica aceste filtre
pe fiecare linie si coloana a imaginilor continute in fiecare subbanda.

for m = 1:2
for n = 1:2
lo = wi{J+1}{m}{n};
for j = J:—1:2
lo = stb2D (lo, w{j}{m}{n}, sf{m}, sf{n});

end
lo = sftb2D(lo, w{l}{m}{n}, Fsf{m}, Fsf{n});
y =y + lo;

end
end

Din nou se poate observa ca iteratiile au loc in ordine inversa fata de cele
de la transformata directa. Intai se aplica etapelor superioare iar in final
ultimei etape, cu setul special de filtre de sinteza asociat.

5.1.5 Threshold - hard, soft

Tipul de thresholding aplicat imaginii poate fi de doua tipuri: hard si soft.
Primul anuleaza esantionul daca nu depaseste nivelul de threshold iar al
doilea il atenueaza functie de nivel, fara a-1 face nul.

Cele doua tipuri de threshold duc la rezultate diferite in eliminarea zgo-
motului din imagini. Rezultatele vor fi comparate in urmatoarea sectiune.
Aici va fi prezentata implementarea lor.

Ambele functii primesc ca intrare esantionul curent si nivelul de threshold.
La iegire rutinele intorc esantionul modificat.

function y = soft (x,T)
Implementarea rutinelor, mai specific a instructiunilor de prelucrare a

esantionului dat, este prezentat in continuare:

e Hard — prelucrarea esantionului are formula

y = (abs(x) > T).xx;
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Soft — prelucrarea esantionului are formula

y = max(abs(x) — T, 0);
y =y /(y+T) % x;
Se observa ca si esantioanele ce depasesc nivelul de threshold sunt

micgorate in functie de acesta cand procedura de soft threshold este
folosita.

5.1.6 Analiza: aplicarea bancurilor de filtre - afb2D

Aplicarea filtrelor pe linii si pe coloanele matricei asociate imaginii cu zgomot
se face cu ajutor rutinei ath2D.

Rutina primeste ca parametrii de intrare matricea cu zgomot, filtrele de
analiza pentru coloane si cele pentru randuri. Atentie, matricea de intrare
de dimensiune NxM trebuie sa indeplineasca urmatoarele conditii:

M si N sa fie ambele pare

M > 2 x af1l, unde afll este lungimea filtrului afl (de analiza pe
coloane)

N > 2 x af2l, unde af2l este lungimea filtrului af2 (de analiza pe linii)

La iegire rutina intoarce setul de filtre trece jos impreuna cu cele trei
tipuri de filtre mixte trece sus astfel:

lo - subbanda trece jos
hi{1} - subbanda ’lohi’
hi{2} - subbanda ’hilo’
hi{3} - subbanda ’hihi’

Avand in vedere precizarile de mai sus definitia functiei este:

function [lo, hi] = afb2D(x, afl, af2)

Implementarea rutinei incepe cu verificarea parametrilor de intrare, astfel
incat daca numarul de parametri este doi, atunci va fi folosit acelasi filtru
atat pentru coloane cat i pentru linii:

if nargin < 3

end

af2 = afl;
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Pentru filtrarea pe coloane se foloseste o rutina suplimentara ce aplica
filtrele intr-o singura dimensiune. Aceasta rutina se numeste afb2D_A si va
fi descrisa in continuare.

[L, H] = afb2D_A(x, afl, 1);

In cazul filtrarii pe linii, se va lua in considerare aplicarea filtrelor pentru
cele doua subbenzi generate anterior, astfel fiind generate cele patru tipuri
de subbenzi ce trebuie intoarse la iegire:

[lo, hi{l}] = afb2D_A (L, af2, 2);
[hi{2}, hi{3}] = afb2D_A(H, af2, 2);

5.1.7 Analiza: aplicarea bancurilor de filtre unidimensional - afb2D_A

Precum s-a demonstrat anterior, pentru aplicarea filtrelor de analiza pe co-
loane si apoi pe linii, in rutina afb2D a fost apelata rutina afb2D_A.
Aceasta rutina foloseste o singura dimensiune pentru a procesa semnalul
de la intrare si a-i aplica filtrul dorit.
Parametrii de intrare sunt matricea asociata imaginii, filtrul de analiza si
dimensiunea ce specifica daca e vorba de coloane sau linii. La fel ca rutina
precedenta, matricea de intrare trebuie sa indeplineasca un set de conditii:

o min(N,M) > 2 x afl, unde afl este lungimea filtrului de analiza
e N, M sa fie pare

In ceea ce priveste filtrul de analiza, prima coloana reprezinta filtrul trece
jos iar a doua filtrul trece sus.

La iegire rutina returneaza subbenzile trece jos si trece sus. Definitia
rutinei este:

function [lo, hi] = afb2D_A(x, af, d)

In faza de initializare sunt setate filtrele de analiza de tip trece jos si
trece sus. Matricea se transpune in cazul in care rutina este folosita pentru
aplicarea filtrelor pe linii, dupa care se afli numarul de linii (sau coloane in
caz de transpunere).

Ipf = af(:, 1); % lowpass filter
hpf = af(:, 2); % highpass filter
if d =2

X = x;
end

N = size(x,1);
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Rezultatul obtinut dupa aplicarea filtrelor de sinteza difera de semnalul
original, in cazul in care filtrele sunt cauzale, printr-o rotatie circulara. Pen-
tru inlaturarea acestui efect semnalul va fi rotit atat in faza de analiza cat si
in ce de sinteza.

L = size(af,1)/2;
x = cshift2D (x,—L);

In continuare pentru filtrare si reducerea numarului de esantioane se va
folosi functia Matlab upfirdn (disponibila in toolbox-ul de Signal Processing).

Dimensiunea de N/2 dorita in subbenzi este depasita cu L./2, unde L re-
prezinta lungimea filtrelor. Pentru a elimina excesul, ultimele L/2 egantioane
se adauga primelor L/2. Aceasta reprezinta insa o solutie de convenienta
deoarece operatia efectuata poate ridica anumite probleme la inceputul si
sfargitul semnalului din subbenzi.

= upfirdn(x, lpf, 1, 2);
lo(1:L, :) = lo(1:L, :) + lo([1:L]4+N/2, :);
lo = lo(1:N/2, :);:

= upfirdn(x, hpf, 1, 2);
hi(1:L, :) = hi(1:L, :) + hi([1:L]4N/2, :);
hi = hi(1:N/2, :);

Odata ce se obtin subbenzile trece-sus si trece-jos, trebuie stabilit tipul
operatiei (pe coloane sau pe linii) gi in functie de asta transpunerea filtrelor.

if d =2
lo = lo’;
hi = hi’;
end

5.1.8 Sinteza: aplicarea bancurilor de filtre - sfb2D

Pentru obtinerea transformatei inverse wavelet este necesara aplicarea filtre-
lor de sinteza pentru fiecare pereche de orientare wavelet. Rutina folosita
de icplxdual2D se numestet sfb2D si este strans legata de rutina de analiza
afb2D.

Aceasta rutind primeste ca parametri de intrare subbenzile trece jos si
trece sus cat si filtrele de sinteza pentru linii si coloane. La iesire rutina
intoarce semnalul initial obtinut la etapa corespunzatoare. Definitia rutinei
este:

function y = sfb2D(lo, hi, sfl, sf2)
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In cazul in care functia a fost apelata cu trei parametri, se vor folosi
aceleagi filtre de sinteza atat pentru coloane cat si pentru linii.

if nargin < 4
sf2 = sfl;
end

Pe acelasi principiu va fi construit si semnalul initial prin aplicarea filtrelor
de sintezd in ordine inversa fatd de cele de analizd.

Intai pe linii:
lo = sfb2D_A(lo, hi{l}, sf2, 2);
hi = sfb2D_A(hi{2}, hi{3}, sf2, 2);

Apoi pe coloane:
y = stb2D_A(lo, hi, sfl, 1);

Se observa ca rutina apeleaza la o alta rutina stb2D_A. La sfargitul acestei
operatii semnalul obtinut este intors la iegire.

5.1.9 Sinteza: aplicarea bancurilor de filtre unidimensional - sfb2D_A

Dupa cum s-a observat anterior rutina de sinteza apeleaza la o rutina stb2D_A
pentru a apleca filtrele pe linii si pe coloane. Aceasta rutina este similara cu
cea folosita de rutina de analiza afb2D_A.

Aceasta rutina primeste la intrare subbenzile trece jos si trece sus, filtrele
de analiza si dimensiunea (ce specifica daca filtrele se aplica pe linii sau pe
coloane).

Rutina intoarce la iegire subbanda rezultata din sinteza celor doua primite
ca parametrii cu ajutorul filtrelor respective. Definitia rutinei este:

function y = sfb2D_A(lo, hi, sf, d)

In faza de initializare se preiau filtrele de analiza trece sus si trece jos,
se transpun subbenzile in caz de analiza pe linii i se extrage numarul de
coloane (sau linii in caz de transpunere) rezultante:

Ipf = sf(:, 1); % lowpass filter
hpf = sf(:, 2); % highpass filter
if d =2

lo = lo7;

hi = hi':
end

N = 2xsize(lo,1);
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Similar cu rutina de analiza se folosegte functia Matlab pentru filtrare si
reconstructie a esantioanelor:

y = upfirdn(lo, Ipf, 2, 1) 4+ upfirdn (hi, hpf, 2, 1);

Dupa care se efectueaza operatiile de adunare si shift-are circulara in
ordine inversa. Motivul acestor operatii a fost discutata in cazul rutinei de
analiza:

Ipf, 2, 1) 4+ upfirdn (hi, hpf, 2, 1);

y = upfirdn (lo,
F(Li2, ) b y(N+[1L-2] ) o)

y(1:L=2, 1) =
y = y(1:N, )5
y = cshift2D (y, 1-L/2);

La final se verifica daca s-a operat pe linii sau pe coloane si se transpune
semnalul rezultat daca este necesar, dupa care se intoarce la iegire semnalul
obtinut.

if d=—2
y =y

5.2 Aplicatia Matlab — arborele dual cu DD

Extinderea aplicatiei Matlab pentru a cuprinde si implementarea arborelui
dual aduce noi parametri in functiile de nivel 1nalt. Principalele functii afec-
tate sunt it imginit si it mydenoise. Aceste functii capata noi parametrii si
apeluri la rutine specifice arborelui dual cu DD.

Cu toate acestea exista multe similaritati intre modul de implementare al
arborelui dual simplu si cel cu DD, astfel explicatiile necesare acestei extinderi
devin mult mai usor de expus.

5.2.1 Initializarea datelor — imginit

Rutina de initializare a datelor primeste un nou flag ca parametru: dd.
Acesta stabileste daca apelul functiei este facut pentru arborele simplu sau
pentru arborele cu DD si initializeaza filtrele necesare pentru procesarea ima-
ginii.

Initializarea filtrelor este aproape identica cu cea pentru cazul arborelui
simplu, singura diferenta fiind folosirea filtrelor pentru prima etapa care nu
se mai pastreaza.

if dd =0
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else
[Faf, Fsf] = FSdoubledualfilt;
if flags = 0
[af, sf] = doubledualfilt;
elseif =1
end
end

5.2.2 Rutina principala — mydenoise

Odata cu extinderea aplicatie pentru arborele cu DD, apar schimbari si in
rutina principala. Din nou, similaritatile intre arborele simplu si cel cu DD
fac ca aceasta extindere sa fie destul de ugor integrat.

In primul rand mydenoise capata un nou parametru dd. In functie de
acesta rutina foloseste arborele cu DD sau nu. In cazul in care variabila
este setata, rutina aplica transformata wavelet cu arbore dual cu DD direct
dupa care parcurge fiecare subbanda pentru a filtra esantioanele ce depasesc
nivelul de threshold impus.

Numarul de subbenzi a crescut odata cu extinderea arborelui dual, dar
principiile dupa care se analizeaza imaginea raman aceleasi. Odata terminat
procesul de analiza imaginea trebuie reconstruita. Pentru aceasta se apeleaza
la rutina transformatei wavelet cu arbore cu DD inversa ce intoarce imaginea
prelucrata.

if dd = 0
else
w = cplxdoubledual 2D (x,J,Faf af);
% loop thru scales
for j = 1:J
% loop thru subbands
for s1 = 1:2
for s2 = 1:8
C = wli HIMs1Hs2) + TowliH2}s1}{s2 )
C = soft (C,T);
w{j{1}{s1}{s2} = real(C);
wi{j{2}{s1}{s2} = imag(C);
end
end
end
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y = cplxdoubledual_i2D (w,J, Fsf sf);
end

5.2.3 Aplicarea filtrelor

Rutinele de aplicare a filtrelor de sinteza si analiza pentru arborele dual cu
DD sunt asemanatoare celor explicate pentru arborele dual simplu. Filtrele
sunt aplicate intai pe coloane iar apoi pe linii, diferenta majora fiind numarul
mare de subbenzi si tipul de frecvente asociate acestora.

In principiu rutinele intorc aceleiagi parametrii, de frecvente inalte si
frecvente joase, diferenta fiind ca numarul elementelor din tabela de frecvente
inalte a crescut semnificativ.

% filter along columns
(L, H1, H2] = afb3.2D_A(x, afl, 1);

% filter along rows

[lo, hi{l}, hi{2}] = afb3.2D_A(L, af2, 2)
[hi{3}, hi{4}, hi{5}] = afb3_ 2D_A(H1, af2, 2
[hi{6}, hi{7}, hi{8}] = afb3_.2D_A(H2, af2, 2

5.3 Calcularea erorii
5.3.1 Proprietatea de reconstructie a transformatei wavelet

O imagine este prelucrata pentru eliminarea zgomotului cu ajutorul transfor-
matei wavelet directe. Aceasta transformare a fost implementata cu ajutorul
Matlab intr-o rutind prezentata mai sus (cplxdual2D).

Dupa prelucrare este necesara extragerea imaginii. Pentru aceasta se
foloseste transformata wavelet inversa. Dea semeni exista o rutina Matlab
icplxdual2D a carei descriere poate fi gasita in sectiunea anterioara.

Pentru a verifica proprietatea de reconstructie a transformatei wavelet se
poate folosi o secventa de instructiuni similara cu urmatoarea:

>> x = rand (256, 128);

>> J = 4;
>> [Faf, Fsf] = FSfarras;
>> [af, sf] = dualfiltl;

>> w = cplxdual2D (x, J, Faf, af)
>> y = icplxdual2D (w, J, Fsf, sf
>> err = x — y;

>> max(max(abs(err)))

)
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ans —

3.8693e—008

Se observa ca semnalul original a fost reconstruit integral.

5.3.2 Proprietatea de reconstructie a bancurilor de filtre

Procesul de aplicare a bancurilor de filtre de analiza asupra semnalului initial
a fost implementat in Matlab printr-o rutina numita afb2D. Aceasta rutina
este descrisa in sectiunea anterioara.

Dupa analiza semnalului si procesarea sa, se vor aplica bancurile de filtre
de analiza corespunzatoare. Metoda a fost implementata in rutina sfb2D si
este de asemeni descrisa anterior.

Cele doua procesari trebuie sa indeplineasca proprietatea de reconstructie.
Pentru a verifica aceasta proprietate urmatoarele instructiuni pot fi introduse
in consola Matlab:

>> x = rand (256, 128);

>> [af, sf] = dualfiltl;

>> [lo, hi] = afb2D(x, af{l}, af{2});
>> y = stb2D(lo, hi, sf{1}, sf{2});
>> err = X — y;

>> max(max(abs(err)))

ans —

1.8974e—-008

Se observa reconstructia perfecta a semnalului x.

5.3.3 PSNR

Peak Signal-to-Noise Ratio (PSNR) indica raportul dintre puterea maxima
a unui semnal si puterea zgomotului ce perturba fidelitatea reprezentarii lui.
Raportul este cel mai ugor definit cu ajutorul MSE (mean square error)
care pentru doua imagini monocrome de man I si K, unde o imagine este
considerata reprezentarea cu zgomot a celeilalte, este definit astfel:

—1n-1

MSE = — I(i
mni > 116:5) = K ()

3

Il
=)
<.
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Cu ajutorul MSE, PSNR-ul este definit ca:

MAX?

PSNR=10lg

In urmétoarele comparatii intre filtre si cele intre tipuri de threshold se
va folosi drept comparatie PSNR-ul, fiind implementata in acest scop si o
rutina Matlab cu acelasi nume.

Prin intermediul PSNR si a unei rutine Matlab cu aceeasi denumire, se
vor realiza in continuare comparatii atat intre filtre cat si intre tipurile de
treshold.

Pentru a observa diferentele intre cele doua tipuri de threshold (soft si
hard) sau diferentele intre tipuri de filtre diferite se vor folosi secvente de
instructiuni similare cu:

>> [xo0, xn, filter| = imginit( ' barbara.png’, 0);
>> xn = mydenoise(xn, 20, 4, filter, 0);
>> err = psnr(xo, xn)
err =
27.6475
>> [xo0, xn, filter]| = imginit( ’barbara.png’, 0);
>> xn = mydenoise (xn, 20, 4, filter, 1);
>> err = psnr(xo, xn)
err =
25.9154

Pentru comparatii threshold se foloseste aceeasi imagine cu acelasi set de
filtre, singura diferenta intre apeluri fiind tipul de threshold ales.

Bancurile de filtre vor fi comparate folosind aceeasi imagine, cu acelasi
tip de threshold aplicand iterativ filtrele disponibile si calculandu-se PSNR-ul
pentru fiecare pas.

Folosind rutinele Matlab necesare procesarii imaginii (atat pentru arbo-
rele dual simplu cat si pentru arborele dual DD) si un set dat de bancuri
de filtre proiectat dupa mai multe criterii de performanta, se pot realiza
mai multe comparatii si experimente. Acestea vor fi prezentate in detaliu in
sectiunea urmatoare.
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6 Rezultate experimentale

Filtrele folosite pentru eliminarea zgomotului cu ajutorul transformatei arbo-
relui dual simplu sunt preluate din tratate de specialitate prezentand carac-
teristici relativ diferite, concentrandu-se asupra anumitor aspecte din cadrul
celor prezentate in sectiunea 3.

S-au folosit filtre prezentate in lucrarea ” Hilbert Transform Pairs of Wave-
let Bases” [1] de Ivan Selesnick. Aceasta lucrare prezinta proiectarea filtrelor
ce aproximeaza bine intarzierea cu jumatate de esantion a filtrelor de scalare.
In lucrarea curent filtrele au fost notate cu "htpwb”.

A doua serie de filtre urmeaza tiparul folosit in lucrarea ”The Design of

Approximate Hilbert Transform Pairs of Wavelet Bases” [5] scrisa de Ivan
Selesnick. Filtrele sunt construite cu ajutorul factorizarii si au fost notate cu
”dahtpwp”.

Un alt set de filtre a fost preluat din lucrarea ” Optimization of Symme-
tric Self-Hilbertian Filters for the Dual-Tree Complex Wavelet Transform”[1]
scrisa de Bogdan Dumitrescu et al., in care filtrele sunt simetrice si pot avea
unul sau doua grade de libertate. Aceste filtre au fost prescurtate in lucrare
cu "bd”.

Pentru transformata wavelet cu arbore dual cu densitate dubla s-au folosit
doua tipuri de filtre. Primul tip este propus tot de Ivan Selesnick, in lucrarea
”The Double-Density Dual-Tree DWT” [(], si satisface restrangerile descrise
in sectiunea 4 rezultatele prezentand un grad ridicat de netezime in urma

prelucrarii.
O a doua serie de filtre este preluata din lucrarea ” A Method For Desig-
ning The Double-Density Dual-Tree Discrete Wavelet Transform”[2], scrisa

de Bogdan Dumitrescu gi Ali Bahrami Rad, unde filtrele pentru arborele dual
cu DD prezinta o analiticitate crescuta fata de cele prezentate de Selesnick.

In continuare vor fi prezentate rezultatele experimentale obtinute prin
aplicarea acestor filtre asupra imaginilor cu zgomot.
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6.1 Rezultate numerice

6.1.1 Rezultatele obtinute cu threshold-uri diferite pentru arbo-
rele dual simplu

Pentru a putea observa diferentele dintre cele doua tipuri de thresholding,
s-au aplicat toate seturile de filtre, disponibile pentru arborele dual simplu,
asupra unei singure imagini. Rezultatele din tabela (1) au dus la concluzia
ca in cazul arborelui dual simplu threshold-ul soft prezinta rezultate mult
mai bune fata de cel hard (aproximativ 3dB diferenta).

Tabela 1: DT: Diferente intre tipurile de threshold (N = 4 : 22, house)

Filtru Threshold(PSNR)
Soft Hard

dualfilt1 29.8792 26.4951
htpwb_N10K4L5 29.8546 26.5565
htpwb_N10K3L7 29.9467 26.4479
dahtpwb_N12K4L2 29.9629 26.4723
dahtpwb_N12K3L3 29.9206 26.4936
bdl 4 29.4002 26.3873
bd1l.6 29.7108 26.3278
bd1.8 29.5301 26.3235
bd1-10 29.4609 26.4212
bd1_12 29.5985 26.2145
bdl_14 29.3915 26.3336
bd1_16 29.3071 26.4673
bd1_18 29.4058 26.3770
bd1_20 29.5160 26.2439
bd1_22 29.1659 26.3403
bd2_6 29.7535 26.2829
bd2.8 29.4681 26.3335
bd2_10 29.2653 26.3911
bd2_12 29.4896 26.2842
bd2_14 29.5735 26.3310
bd2_16 29.4177 26.3601
bd2_18 29.2089 26.3657
bd2_20 29.5196 26.3224
bd2_22 29.1265 26.3338
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6.1.2 Rezultatele obtinute cu bancurile de filtre pentru arborele
dual simplu

Pentru a putea compara diferitele moduri de proiectare a bancurilor de
filtre, acestea din urma au fost aplicate asupra unei singure imagini. In
toate cazurile s-a folosit soft threshold in urma rezultatelor din sectiunea
anterioara. Filtrele au fost aranjate pe categorii in functie de lungimea lor.
Conform rezultatelor numerice (tabelele 2 gi 3), filtrele propuse in [1] si [7]
au avut rezultate mai bune decat cele din [!] cu aproximativ 0,5 dB.

Tabela 2: DT: Filtre de lungime 10 (N = 10, barbara)

Filtru PSNR
htpwb_N10K4L5 27.6518
htpwb_N10K3L7 27.6686

bd1_10 27.2796
bd2_10 27.0810
dualfiltl 27.6149

Tabela 3: DT: Filtre de lungime 12 (N = 12, flinstones)

Filtru PSNR
dahtpwb_N12K4L2 26.3250
dahtpwb_N12K3L3 26.3393

bd1_.12 25.9049
bd2_12 25.8117
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Similar s-au comparat filtrele propuse in [1] in functie de gradele de liber-
tate si lungime. Rezultatele (vezi tabela 4) indica o performanta mai buna
a celor cu doua grade de libertate, cu o diferenta de aproximativ 0,3 dB fata
de cele cu un singur grad de libertate.

Tabela 4: DT: Filtre cu unul si doua grade de libertate (N = 4 : 22, boat)

Lungime(N) | Grade de libertate(PSNR)
1 2
4 28.1800 -
6 28.2806 28.3021
8 28.2568 28.2891
10 28.2758 28.0110
12 28.2735 28.1998
14 28.2247 28.2339
16 28.0461 28.2413
18 28.2371 28.0024
20 28.1961 28.2624
22 27.9778 28.0313
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6.1.3 Rezultatele obtinute pentru arborele dual cu DD

Rezultatele (vezi tabela 5) obtinute pentru tipurile de thresholding, aplicand
aceiagi metoda ca si in cazul arborelui dual simplu, indica o diferenta sem-
nificativa intre cele doua, dar de data asta thresholding-ul hard prezinta un
PSNR mai bun cu aproximativ 3dB.

Tabela 5: DD: Diferente intre tipurile de threshold (N = 10, 16, house)

Filtru Threshold(PSNR)
Soft Hard
selesnickl 22.2610 26.6941
selesnick?2 22.9719 26.6359
selesnick3 23.1216 26.5133
dd_bd1 23.1338 26.5107
dd_bd2 23.0435 26.5850

Un al doilea set de teste (vezi tabelele 6 gi 7) a fost efectuat asupra
bancurilor de filtre de aceiasi lungime, similar cu testele pentru arborele
dual simplu. Diferentele in acest caz au fost foarte mici intre modurile de
proiectare propuse in [0] si [2] (maxim 0,1 dB).

Tabela 6: DD: Filtre de lungime 10 (N = 10, flinstones)

Filtru PSNR
selesnickl 23.2232
selesnick?2 23.1037

dd_bd2 23.0946

Tabela 7: DD: Filtre de lungime 16 (N = 16, flinstones)
Filtru PSNR
dd_bd1 23.0144

selesnick3 23.0104
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6.2 Rezultate grafice

Pentru a exemplifica si confirma grafic rezultatele numerice, in continuare
vor fi prezentate diferite imagini si modul cum au fost prelucrate. In fiecare
caz se va porni de la original, apoi se va prezenta poza cu zgomot, iar la final
rezultatele prelucrarii.

6.2.1 Tipuri de threshold
e Barbara, DT, dualfiltl

Pentru a evidentia diferenta intre tipul de threshold soft si cel hard la
arborele dual simplu, s-a ales o imagine de test (vezi figura 12 asupra
careia s-a aplicat zgomot (vezi figura 13).

Figura 12: DT rezultate threshold: Imaginea originala
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Folosind filtrul dualfiltl propus in [1] si optand pentru hard threshold,
se obtine o imagine (vezi figura 14) un pic mai clarad. Totusi este inca
vizibil o mare parte din zgomotul initial. Diferenta in cazul alegerii soft
thresholding-ului este ugor de perceput cu ochiul liber(vezi figura 15).
Imaginea este mult mai clara, zgomotul initial fiind eliminat aproape
complet.
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Figura 13: DT rezultate threshold: Imaginea cu zgomot
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Figura 14: DT rezultate threshold: Hard Thresholding
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Figura 15: DT rezultate threshold: Soft Thresholding
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e Lena, DD, dd_bd_2

In cazul arborelui dual cu DD s-a ales o alta imagine(figura 16), scopul
fiind tot de a compara cele doua tipuri de threshold. Se aplica din
nou zgomot asupra originalului si astfel se obtine o imagine perturbata
(figura 17).

Conform rezultatelor numerice (vezi tabela 5), aplicarea threshold-ului
hard imbunatatesgte semnificativ imaginea, rezultatul (vezi figura 18
filnd comparabil cu cel obtinut in cazul soft-thresholding-ului de la
arborele dual simplu. Imaginea obtinuta prin soft thresholding este
si ea clara (vezi figura 19, dar totusi mult prea mata, muchiile fiind
pierdute in urma prelucrarii.

Figura 16: DD rezultate threshold: Imaginea originala
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Figura 17: DD rezultate threshold: Imaginea cu zgomot
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Figura 18: DD rezultate threshold: Hard Thresholding
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Figura 19: DD rezultate threshold: Soft Thresholding
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6.2.2 Bancuri de filtre — arbore dual

In cazul arborelui dual simplu se compara rezultatele obtinute cu cele doua
tipuri de filtre (propuse in [1] [5] si, respectiv, [1]). Pentru primul set de
filtre, propuse de Selesnick, se alege o imagine clara (20) asupra careia se
aplica zgomot (vezi figura 21). Aplicand filtrele din [1] cu soft thresholding
se obtine o imagine fara zgomot (figura 22).

e Peppers, dahtpwb_N12K3L3

Figura 20: DT rezultate filtre: Peppers original
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Figura 21: DT rezultate filtre: Peppers cu zgomot
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Figura 22:

DT rezultate filtre: Peppers prelucrat
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e Flinstones, bd2_12

Pentru a compara cu filtrele propuse in [1] se alege din nou o imagine
(figura 23) asupra careia se aplica zgomot (figura 24). Astfel se obtine,
cu threshold soft si filtre proiectate conform [1], o imagine fara zgomot
(vezi figura 25). Comparand cele doua imagini prelucrate (22 si 25), se
observa ca rezultatul grafic coincide cu cel numeric (vezi tabelele 2 si
3).

Figura 23: DT rezultate filtre: Flinstones original
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Figura 24: DT rezultate filtre: Flinstones cu zgomot
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Figura 25: DT rezultate filtre: Flinstones prelucrat
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6.2.3 Bancuri de filtre — arbore dual cu DD
e House, doubledualfilt

In cazul arborelui dual DD, avand in vedere diferenta foarte mica intre
cele doua tipuri de proiectari (vezi tabelele 6 si 7), s-a ales exemplifi-
carea numai cu un singur tip de filtre. Astfel, se alege o imagine fara
zgomot (figura 26), careia se aplica o perturbatie (vezi figura 27). Fo-
losind hard thresholding, fiind conform rezultatelor numerice mai bun
decat cel soft, se aplica filtrele si se prelucreaza imaginea obtinand o
imagine mult mai clara decat cea cu zgomot (figura 28).

Figura 26: DD rezultate filtre: House original
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Figura 27: DD rezultate filtre: House cu zgomot
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Figura 28: DD rezultate filtre: House

prelucrat
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7 Concluzii

In urma rezultatelor experimentale grafice si, in special, a celor numerice, se
pot trage o serie de concluzii legate de efectul diferitelor transformari wavelet
asupra prelucrarii imaginilor. Diferentele constau atat in diferitele tipuri de
transformari wavelet cat si in diferentele intre proiectarea filtrelor, a lungimii
acestora gi a utilizarii tipurilor de threshold.

Privind in ansamblu, se observa ca prelucrarea imaginilor cu arborele dual
cu DD este mai putin eficienta decat cea cu arborele dual simplu. PSNR-ul
indica o diferenta de pana la 5dB in ciuda proprietarilor si a proiectarii mai
ample a arborelui dual cu DD.

Ivan Selesnick prezinta ca principala cauza a acestei discrepante metoda
de aplicare a threshold-ului in arborele dual cu DD. Pe scurt, fiecare subbanda
ar trebui sa-si calculeze un threshold specific ce ar inlatura forma extrem de
neteda a imaginii prelucrate si ar duce la valori mult mai ridicate a PSNR-
ului.

Analizand diferentele aparute in urma aplicarii filtrelor de acelasi tip, dar
de lungime diferita, se observa ca lungimea filtrului nu afecteaza proportional
PSNR-ul, rezultatele pentru un filtru mai lung putand fi mai slabe decat cele
pentru un filtru mai scurt si vice-versa.

Diferentele intre tipurile de implementare ale filtrelor nu sunt foarte mari,
PSNR-ul putand oscila, in general, de la 0,5dB pana la maximum 1dB.

Mult mai pregnanta este diferenta intre cele doua tipuri de threshold. In
cazul arborelui dual simplu PSNR-ul pentru threshold-ul soft are in medie cu
peste 3dB fata de threshold-ul hard. Rezultatele numerice se pot observa cu
usurinta si in exemplele grafice, imaginea prelucrata cu soft threshold fiind
mult mai neteda si mai clara decat imaginea prelucrata cu hard threshold ce
inca prezinta ”purici”.

Pentru arborele dual cu DD rolurile se inverseaza, threshold-ul hard are
un PSNR mai bun fata de cel soft la o diferenta similara de 3dB. Dupa cum se
observa din rezultatele grafice, imaginile create cu soft threshold sunt foarte
netede, aproape lipsite de muchii, pe cand cele cu hard threshold sunt mai
clare, mai rigide, mentinand insa vizibil " puricii”.

Prelucrarea imaginilor cu ajutorul transformarii wavelet reprezinta o solutie
viabila. Privind in comparatie cu PSNR~ul obtinut intre imaginile compri-
mate si cele originale, care se afla in intervalul 30-40dB, rezultatele obtinute
in lucrarea curenta se apropie de pragul de 30dB.

Eliminarea zgomotului cu ajutorul transformarii wavelet este aplicata
in mai multe domenii ca de exemplu in fotografie, aparate TV, software
(aplicatii video gi audio), medicina (mai ales pentru cazurile 3D).
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